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АННОТАЦИЯ. Построение оптимизируемых моделей реальных явлений и процессов является од-
ной из главных задач математика-прикладника, да и вообще неравнодушного профессионала, 
практически в любой области человеческой деятельности. Едва ли можно переоценить важность 
нахождения способа получения максимальной отдачи (прибыли, выхода готовой продукции и т. п.) 
при минимальном расходовании почти всегда жестко ограниченных ресурсов (финансовых, чело-
веческих, временных и др.). Не менее важно, чтобы школьный учитель и вузовский преподаватель 
математики умели привить вкус и сформировать устойчивые навыки решения оптимизационных 
задач своим ученикам. Причем последнее надо начинать делать уже в основной общей школе, где 
ученики часто (и нередко навсегда) теряют интерес к учебе, особенно, к математике. 
Между тем, к осознанному решению задач «на максимум/минимум» обучающиеся вместе с учите-
лем математики приходят лишь в выпускных классах, после изучения темы «Производная» и в свя-
зи с подготовкой к обязательному ЕГЭ по математике, содержащему такие задачи.  
Острое противоречие между необходимостью привития обучающимся базовых навыков решения 
оптимизационных задач в основной общей школе и фактическим формированием у них соответ-
ствующего аналитического аппарата лишь в старшей школе, спустя два-четыре года, требует поиска 
эффективных путей обучения школьников решению оптимизационных задач без преждевременно-
го использования производной. 
В статье рассматривается возможность применения экстремальных свойств квадратичной функции 
для решения экстремальных (оптимизационных) задач без преждевременного и/или необоснован-
ного использования производной. Найдено, что экстремальные свойства квадратичной функции не 
только позволяют эффективно и неформально решать достаточно сложные оптимизационные за-
дачи, но и заметно повышают уровень мотивации обучающихся к изучению математики, в т. ч. и 
обучающихся гуманитарно-эстетической направленности. Педагогическое исследование с участием 
студентов, будущих педагогов-математиков, выявило необходимость целевого формирования у ба-
калавров устойчивых навыков решения «бездифференциальных» оптимизационных задач. 
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ABSTRAСT. The construction of optimized models of real phenomena and processes is one of the main tasks of 
the applied mathematicians, and in general of any professional in any field of human activity. It is hardly possi-
ble to overestimate the importance of finding a way to maximize returns (profits, output of finished products, 
etc.) with minimal expenditure of almost always limited resources (financial, human, time, etc.). It is equally im-
portant that the school teacher and university lecturer of mathematics know how to instill taste and to form sta-
ble skills in solving optimization problems of their students. It is important to develop the skills of problem solv-
ing in secondary school where students often lose an interest in studying, especially mathematics. 
Meanwhile, to the conscious solution of the problems «on the maximum / minimum» the students with 
their teachers come only in the graduate classes, after studying the topic «Derivative» and in connection 
with the preparation for the compulsory Unified State Exam in mathematics containing such tasks. 
There is a sharp contradiction, as the basic skills of solving optimization problems should be formed in 
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secondary school, but in fact they are formed in high school only. This requires the search for effective 
ways of teaching students to solve optimization problems without the reference to the topic of derivative. 
The possibility of applying extremal properties of a quadratic function for solving extremal (optimization) 
problems without unreasonable use of the derivative is considered. It is found that the extremal properties 
of a quadratic function not only allow efficiently solve rather complicated optimization problems, but also 
increase the motivation level of students to learning mathematics, including those who are of humanitarian 
and aesthetic orientation. 
Pedagogical investigation with the participation of students — future teachers of mathematics, revealed the 
need for targeted formation of sustainable skills in solving «non-differential» optimization problems in 
Bachelor students. 

Введение 
а протяжении всей жизни в той 
или иной ситуации мы всегда ста-

раемся принять как можно лучшее реше-
ние, подразумевающее достижение желае-
мого результата с наименьшими затратами, 
или, наоборот, при данных затратах — по-
лучение наибольшего результата [7; 8; 12; 
17; 20; 22–24]. Такое решение часто назы-
вают оптимальным. Слово «оптимальный» 
происходит от латинского optimus, что зна-
чит — «наилучший, совершенный». Для то-
го чтобы найти оптимальную из возможно-
стей, приходится решать задачи на отыска-
ние максимума или минимума, т. е. 
наибольших или наименьших значений ка-
ких-либо величин. Оба эти понятия — мак-
симум и минимум — объединяются терми-
ном «экстремум» (от латинского extremum, 
означающего «крайнее»). Поэтому задачи 
на отыскание максимума или минимума 
называют экстремальными задачами. 

Осознанное исследование задач на мак-
симум и минимум возникло достаточно 
давно, а именно около трех тысяч лет назад 
(например, задача финикийской царевны 
Дидоны (IX в. до н. э.) об охвате наиболь-
шей площади заданным периметром и др.) 
[8; 20]. Экстремальные, преимущественно 
геометрические, задачи решали Евклид, 
Архимед, Аристотель и др. Длительное вре-
мя не было сформулировано общих методов 
решения экстремальных задач, но в эпоху 
формирования аппарата математического 
анализа (XV–XVI вв.) удалось построить 
первые общие методы их решения, осно-
ванные на методах дифференциального ис-
числения (Кеплер, Ферма, Ньютон, Лейб-
ниц, Бернулли, Лагранж, Эйлер и др.). В тот 
же период было найдено, что задачи на экс-
тремум занимают чрезвычайно важное ме-
сто в естествознании, так как многие дви-
жения или состояния, например, света, га-
за, жидкости или системы тел таковы, что 
они минимизируют некоторые функции со-
стояния этих объектов. Так, Пьер Ферма 
предположил, что между двумя точками 
пространства свет распространяется таким 
образом, чтобы время распространения бы-
ло минимальным (принцип Ферма). В кон-
це XVII века был сформулирован ряд клас-
сических экстремальных задач естествен-
нонаучного и математического содержания. 

Необходимость решать экстремальные за-
дачи появилась в промышленности, эконо-
мике, военном деле; участие в их решении 
принимали едва ли не все видные матема-
тики своего времени. 

В современном мире по-прежнему ак-
туален поиск экстремальных значений 
функций и значений параметров, при кото-
рых они достигаются. Устойчивые навыки 
решения оптимизационных задач понадо-
бятся будущим исследователям, инженерам, 
экономистам, решающим проблемы макси-
мизации прибыли, выхода готовой продук-
ции, минимизации издержек, вредных вы-
бросов, экономии энергоресурсов и т. д. 
Большие данные (Big Data), которые нако-
пило и продолжает накапливать человече-
ство, также требуют оптимальной обработки 
адекватными методами [5]. В последние го-
ды возникли и сейчас находятся в центре 
внимания многих математиков три направ-
ления: 1) большие экстремальные задачи, 
2) негладкие экстремальные задачи, 3) зада-
чи оптимизации в условиях неопределенно-
сти. Современные оптимизационные задачи 
содержат все более существенную долю 
предварительных исследований, необходи-
мых для построения адекватной математи-
ческой модели изучаемого явления. 

Далеко не всегда оптимальными мето-
дами решения экстремальной задачи явля-
ются применяемые «в лоб» методы диффе-
ренциального исчисления. А иногда это 
оказывается невозможным. С появлением 
современной теории экстремальных задач 
математикам приходится все чаще иметь 
дело с функциями, которые не обладают 
производными или даже разрывные. В свя-
зи с этим возник выпуклый анализ, в кото-
ром специальный класс функций, называе-
мых выпуклыми (пример: f(x) = |x|), иссле-
дуется без использования классических 
производных. 

В связи со сказанным остро встает во-
прос о подготовке специалистов, способных 
эффективно решать экстремальные задачи в 
конкретных условиях и целенаправленно 
искать наилучшие, желательно аналитиче-
ские, методы их решения. Разумеется, 
школьников — будущих студентов, исследо-
вателей, инженеров, экономистов, управ-
ленцев — следует, убедив в их эффективно-
сти, «вооружить» математическими инстру-
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ментами для решения оптимизационных за-
дач различного содержания и уровня, в т. ч. 
без необоснованного использования произ-
водной. Их будущих учителей — студентов 
педагогов-математиков — надо научить ме-
тодике «конструирования» и решения таких 
задач, методике обучения школьников их 
решению [5–8; 10; 12; 17; 22–27].  

Вышесказанным определяется акту-
альность настоящей работы. Об актуально-
сти исследования свидетельствует также, 
помимо задачи 12 «на экстремум», включе-
ние элементов экстремальных задач в дру-
гие задания ЕГЭ по математике (профиль-
ный уровень), например, задачу практиче-
ского содержания [21]. Кодификатор-2017 
требований к уровню подготовки выпуск-
ников … по математике, прямо указывает, 
что выпускник должен уметь «…решать 
прикладные задачи, в том числе социально-
экономического и физического характера, 
на наибольшие и наименьшие значения, на 
нахождение скорости и ускорения». 

Целью работы является представление 
и обсуждение возможностей использования 
экстремальных свойств квадратичной 
функции в качестве мотивирующего ин-
струмента решения оптимизационных за-
дач и обучения их решению. 

Методический анализ 
В задачниках по математике для основ-

ной общей школы (5-9 классы) нечасто 
встречаются интересные содержательные 
задачи по нахождению экстремальных 
(наибольших или наименьших) значений 
функции (см., напр. [1–3; 9; 11; 13–16; 18]). 
Ученики этого возраста почти не решают в 
классе подобные задачи, а знакомятся с 
ними лишь в выпускных классах при изуче-
нии основ дифференциального исчисления. 
Так, в учебниках под ред. Мордковича [15; 
16] производная вводится во 2 полугодии 10 
класса; в учебнике Никольского и др. [18] 
производная вводится в 1 полугодии 11 
класса и т. д. Увы, к этому времени мотива-
ция школьников к изучению математики 
бывает безвозвратно утеряна [6]. 

Добавим к сказанному, что системати-
ческое изучение курса физики в 9 классе 
начинается с изучения механики (равно-
мерное и неравномерное механическое 
движение, законы Ньютона, движение тел 
под действием различных сил и др.), см., 
напр., [19]. Глубокое понимание этих разде-
лов физики без устойчивых навыков реше-
ния экстремальных задач едва ли возмож-
но. Например, при решении задач типа: ка-
кова максимальная высота подъема тела, 
брошенного вертикально? какова макси-
мальная дальность полета тела, брошенного 
под углом к горизонту? как далеко съедут 
санки с горы при заданном коэффициенте 

трения? какова амплитуда колебаний маят-
ника при заданной начальной скорости его 
движения? и т. п. 

Изучение квадратичной функции в рос-
сийских школах чаще всего начинается в 8 
классе, но в некоторых учебниках эта тема 
рассматривается и в 7 классе. Так, в учебни-
ке А. Г. Мордковича [13] вначале изучается 
линейная функция, ее график и основные 
свойства. Далее задается главный вопрос: 
«А не встречаются ли математические мо-
дели такого же плана, но такие, у которых у 
выражается через х не по формуле у = kx + 
m, а каким-то иным способом?». Только по-
сле этого начинается изучение квадратич-
ной функции y = x2 с помощью построения 
ее графика по точкам. В дальнейшем следу-
ет описание некоторых геометрических 
свойств параболы и основных понятий, а 
также описание свойств самой функции y = 
x2. В завершение изучения темы в 7 классе 
предлагается вырезать из бумаги шаблон 
квадратичной функции и с помощью него 
осуществить решение некоторых задач. 

В учебнике для 8 класса этого же автора 
[14] продолжается изучение квадратичной 
функции. В начале главы учеников знако-
мят с функцией y = kx2. По точкам строятся 
графики функций y = 2x2, y = 0,5x2 и y = –x2 
и производится их сравнение. Рассматрива-
ется определение графика функции y = kx2 
и свойства самой функции. В следующем 
параграфе аналогичным образом изучается 
функция y = k/x. После этого автор перехо-
дит к разбору функции y = ax2 + bx + c. 
Формулируется важная теорема о том, что 
график квадратичной функции можно по-
лучить из графика y = ax2 с помощью па-
раллельного переноса, и выводится форму-
ла для вычисления вершины параболы. Да-
лее автор предлагает ученикам алгоритм, с 
помощью которого можно построить гра-
фик параболы y = ax2 + bx + c. Завершением 
главы является параграф о графическом 
решении квадратных уравнений. В 9 классе 
А. Г. Мордкович квадратичную функцию 
уже не рассматривает. 

Рассмотрим учебник, авторами которо-
го являются Ш. А. Алимов, Ю. М. Колягин, 
Ю. В. Сидоров, М. В. Ткачева [1]. Изучение 
квадратичной функции авторы начинают в 
8 классе. Соответствующая глава начинает-
ся со ссылки на материал 7 класса, в кото-
ром изучалась линейная функция. Далее 
приведены примеры квадратичных функ-
ций в различных областях науки и техники. 
Обобщением этому являются определение 
квадратичной функции, примеры и задачи. 
В следующем параграфе речь идет о функ-
ции y = x2, строится ее график по точкам и 
рассматриваются основные свойства, анало-
гичным образом составлен следующий па-
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раграф, где говорится о функции y = ax2. 
Здесь же выделено важное замечание о том, 
что в графике функции y = ax2 при а > 0 ветви 
параболы направлены вверх, а при а < 0 — 
вниз; затем перечислены свойства этой 
функции. Далее речь заходит о полной 
функции y = ax2 + bx + c, о том, что графи-
ком этой функции является парабола, полу-
ченная сдвигом y = ax2 вдоль координатных 
осей. Выведены формулы координат вер-
шины параболы, ось симметрии и направ-
ление параболы в зависимости от коэффи-
циента а. Рассмотрение квадратичной 
функции заканчивается построением ее 
графика с помощью небольшой схемы, 
представленной в параграфе. Там же пред-
ставлен важный факт о том, что функция 
y = ax2 + bx + c принимает наименьшее и 
наибольшее значение в абсциссе вершины 
параболы, то есть в точке x0 = –b/(2a). 

В учебнике А. С. Истер 2017 года [9] да-
ется понятие квадратичной функции в 9 
классе, но перед этим сначала изучаются 
общее понятие функции, свойства функции, 
область определения, область значений, 
график. И только после этого автор перехо-
дит к рассмотрению квадратичной функции 
y = ax2 + bx + c, а ≠ 0. В соответствующем 
параграфе даны определение этой функ-
ции, ее свойства, определена последова-
тельность действий, которую следует со-
блюдать при построении графика y(x). Уче-
никам предоставляется большое количество 
задач для решения. Затем начинается изу-
чение темы, связанной с квадратичными 
неравенствами.  

Изучение квадратичной функции 
А. Г. Мерзляк [11] начинает еще в 8 классе, 
рассматривая функцию y = x2. Более полное 
изучение автор учебника по алгебре 
(2017 г.) предлагает ученикам в 9 классе. В 
главе 2 (§ 9) ученики знакомятся с функци-
ональной зависимостью площади S круга от 
его радиуса r, которая определяет квадра-
тичную функцию S(r) = πr2, являющуюся 
функцией вида y = ax2. Затем автор показы-
вает, как можно получить график квадра-
тичной функции y = ax2 + bx + c из графика 
функции y = ax2, давая схему построения, не 
использующую параллельных переносов. 
Далее идет ряд задач для повторения изу-
ченной темы. 

Поиском наиболее эффективных педа-
гогических путей изучения свойств квадра-
тичной функции со школьниками разного 
уровня математической подготовленности, 
в частности, экстремальных свойств квадра-
тичной функции, заняты не только отече-
ственные педагоги, но и их зарубежные 
коллеги [25–27]. 

Так, в руководстве [27] подробно обсуж-
дается тема квадратичных функций и опера-

ций над ними. Для начала рассматривается 
решение квадратичных уравнений и нера-
венств, а также их применение. После этого 
идет построение графиков квадратичных 
функций, разобраны основные понятия, 
свойства и рассмотрены задачи, решаемые с 
использованием квадратичной параболы. Ав-
торы статьи [25] проводили эксперименты в 
школах с разными классами обучающихся 
(9–11 кл.). Для своих исследований они вы-
брали экстремальные задачи, которые учени-
ки могли бы решить с разными уровнями 
обученности. В результате, школьники ис-
пользовали множество различных методов 
для решения задач, применяя разные страте-
гии, в том числе и использование свойств 
квадратичной функции. Таким образом, по 
мнению авторов, различные решения для од-
ной и той же задачи — это хорошая демон-
страция связи между различными темами 
математики. В статье [26] авторами был осу-
ществлен анализ международных стандартов 
и разработано межнациональное исследова-
ние для изучения того, как тема квадратич-
ной функции вводится в четырех странах: Ка-
рибском бассейне, Китае, Турции и США. 
Стандарты были проанализированы в трех 
измерениях: содержание, математическое 
мышление и когнитивный уровень. Результа-
ты показали, что все стандарты вводят осново-
полагающие понятия квадратичных функций, 
однако с различными процедурными и кон-
цептуальными ожиданиями. В целом, прин-
ципы изучения темы (свойства и применения 
квадратичной функции) схожи с принципами, 
применяемыми в российских школах. 

Теория 
Основной теоретический результат, не-

обходимый для использования квадратич-
ной функции в качестве инструмента реше-
ния экстремальных задач может быть 
сформулирован в виде следующей теоремы, 
доказательство которой вполне посильно 
обычному школьнику. 

Теорема. Квадратный трехчлен y(x) = 
ax2 + bx + c (a ≠ 0) принимает свое экстре-

мальное значение, при x0 = −
𝑏

2𝑎
. Это значе-

ние оказывается минимальным, ymin, если 
a > 0; и максимальным, ymax, если a < 0. 

Доказательство: Выделим полный 
квадрат в квадратичном трехчлене: 

y(x) = ax2 + bx + c = a (x2 + 2 
𝑏

2𝑎
 x + 

𝑏2

4𝑎2) – 

𝑏2

4𝑎
 + c = a (x + 

𝑏

2𝑎
)2 – 

𝑏2

4𝑎
 + c. 

Так как выражение в скобках всюду не-
отрицательно и равно нулю лишь при x0 = 

−
𝑏

2𝑎
, то при a > 0 функция y(x) достигает 

своего наименьшего (минимального) зна-

чения, равного ymin = y(x0) = c – 
𝑏2

4𝑎
. Анало-

гично, при a < 0 функция y(x) достигает 
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своего наибольшего (максимального) зна-

чения, равного ymax = y(x0) = c + 
𝑏2

4|𝑎|
, что и 

требовалось доказать, ч. т. д. 
Из теоремы об экстремуме квадратич-

ной функции вытекают два важных след-
ствия, широко употребимых при решении 
экстремальных задач.  

Следствие 1. Пусть сумма двух положи-
тельных слагаемых x и y фиксирована; то-
гда их произведение x·y будет наибольшим, 
когда они равны. 

Доказательство: Результат немедленно 

вытекает из очевидного тождества x·y = 
1

4
 

[(x + y)2 – (x – y)2]. По условию, сумма S = х 
+ у фиксирована. Произведение х·у будет 
наибольшим при наименьшем значении 
(x – y)2, т. е. при х = у, ч. т. д. 

Следствие 2. Пусть произведение x·y 
двух сомножителей фиксировано, тогда их 
сумма x + y будет наименьшей, когда они 
равны. 

Доказательство: Из тождества (x + y)2 = 
(x – y)2 + 4ху ясно, что (x + y)2, а значит и 
х + у будет наименьшим, если х – у = 0, т. е. 
х = у, ч. т. д. 

Методом математической индукции 
следствия 1 и 2 можно обобщить на произ-
вольное число слагаемых. 

Комментарий. Приведенные доказа-
тельства просты, элегантны и, несомненно, 
обладают эстетической привлекательно-
стью («математической красотой»), которая 
может быть оценена по достоинству не 
только «технарями», но и обучающимися 
гуманитарно-эстетической направленности. 
Представляется важным, чтобы подобные 
математические результаты были получае-
мы, обсуждаемы и постоянно применяемы 
при обучении математике на разных ступе-
нях образования. 

Для демонстрации широких возможно-
стей «бездифференциального» решения 
прикладных экстремальных задач, что до-
ступно и в основной общей школе, приве-
дем следующую задачу «О футболисте». 

Задача 1. Футболист с мячом бежит по 
кромке поля перпендикулярно линии ворот 
(рис. 1). Из какой точки поля он должен уда-
рить в сторону ворот, чтобы с наибольшей 
вероятностью поразить ворота противника?  

 

 
Рис. 1. Модель футбольного поля 

 

Решение: Очевидно, наибольшая веро-
ятность поражения ворот соответствует 
наибольшему углу, под которым нападаю-
щему видны ворота противника. Обозначим 
через х — расстояние до границы поля по 
линии ворот; l1 — расстояние от границы 
поля до ворот; l2 — ширина ворот; β — угол 
между крайней полосой поля и правой 
штангой; γ — угол между крайней полосой 
поля и левой штангой (рис. 1). Тогда 

ctg γ =
𝑥

𝑙1+𝑙2
, ctg β =

𝑥

𝑙1
 и угол, под которым 

видны ворота, равен α = γ – β. Найдем ко-
тангенс угла α: 

ctg α = ctg (γ – β) = 
ctg γ ctg β+1

ctg β−ctg γ
=

𝑥

𝑙1+𝑙2
∙

𝑥

𝑙1
+1

𝑥

𝑙1
−

𝑥

𝑙1+𝑙2

=

𝑥2+𝑙1(𝑙1+𝑙2)

𝑙1𝑥 
 = 

1

𝑙1
(𝑥 +

𝑙1(𝑙1+𝑙2)

𝑥
). 

Чтобы ворота были видны под 
наибольшим углом, котангенс угла α дол-
жен быть наименьшим. Произведение сла-
гаемых в круглых скобках равно l1 (l1 + l2) — 
постоянно, т. е. не зависит от x. Поэтому по 
следствию 2 из теоремы заключаем, что 
наименьшее значение ctg α принимает ра-

венстве слагаемых, т. е. при x0 = √𝑙1(𝑙1 + 𝑙2). 

Проведем численную оценку. Подставив 
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рекомендуемые ФИФА размеры элементов 
футбольного поля 105 × 68 м, 𝑙1 = 30,34 м, 

𝑙2 = 7,32 м, получим: x0 = √𝑙1(𝑙1 + 𝑙2) =

 √30,34(30,34 + 7,32) = 33,80 м. 

Ответ: x0 = √𝑙1(𝑙1 + 𝑙2). Для размеров 

реального поля x0 = 33,80 м. 
Комментарий: Помимо очевидного 

прикладного характера данной задачи, кото-
рая вполне годится как элемент теоретиче-
ской подготовки игроков, задача широко за-
действует внутрипредметные связи самой ма-
тематики (с геометрией и тригонометрией). 
Важным элементом также является возмож-
ность численной оценки и оценка ее реали-
стичности. Как показывает опыт, последнее 
часто проблематично для обучающихся. 

Приведем (без решения) пример еще од-
ной прикладной задачи, решаемой средства-
ми «бездифференциальной» оптимизации.  

Задача 2. Беспилотная грузовая само-
ходная тележка может двигаться равно-
ускорено с постоянным ускорением a, рав-
номерно со скоростью v0 и равнозамедлен-
но с тем же по модулю ускорением. Найдите 
график движения, обеспечивающий мини-
мальное время доставки груза на прямоли-
нейном участке пути длиной ℓ. 

Комментарий: Данная междисципли-
нарная задача является моделью реальной 
проблемы оптимальной организации бес-
пилотной перевозки грузов по заданному 
маршруту. Оптимальное решение не только 
может быть найдено без применения про-
изводной, а лишь за счет использования из-
вестных законов равномерного и равно-
ускоренного движения, но и реализовано на 
практике средствами робототехники. 

Построение оптимизируемых матема-
тических моделей и решение оптимизаци-
онных задач с помощью экстремальных 
свойств квадратичной функции можно 
успешно применять в проектной деятельно-
сти школьников. Такие задачи, будучи пра-
вильно подобранными, вполне способны 
также нести серьезную профессионально 
ориентирующую функцию. 

Результаты и обсуждение 
Нами было подготовлено и проведено 

педагогическое исследование для оценки 

готовности студентов к творческому поиску 
путей решения предложенных экстремаль-
ных задач без использования производной, 
т. е. средствами, доступными обучающимся 
основной общей школы.  

Студентам педагогам-математикам, обу-
чающимся на 1 курсе УрГПУ (45 чел., очное 
отделение (о/о) и 28 чел., заочное отделение 
(з/о)) и студентам автодорожного колледжа 
1 и 2 курса (32 чел.), для которых математика 
не является основным предметом, была 
предложена проверочная работа (ПР) из пя-
ти экстремальных задач разного типа (при-
мер варианта приведен в работе [23]). Почти 
все эти студенты недавно окончили школы, 
сдав при этом ЕГЭ (или ОГЭ), поэтому мож-
но было ожидать, что школьные навыки ре-
шения экстремальных задач еще не были 
утеряны. Кроме этого, перед проведением 
ПР было проведено повторение данной темы 
(теорема, следствия из нее, примеры задач), 
так что обучающимся оставалось суметь пра-
вильно применить эти знания. Впрочем, «в 
крайнем случае» и исходя из приоритета 
безусловного достижения цели, студентам не 
возбранялось использовать стандартный по-
иск экстремума с помощью производной, но 
оценка при этом снижалась. 

Результаты проверки решенных задач 
представлены в табл. и на диаграммах рас-
пределения (рис. 2). Проверка работы про-
водилась по бидихотомической модели оце-

нивания («шкала 0–––1») [4]. Из диа-
граммы видно, что наиболее сложной для 
первокурсников о/о оказалась оптимизаци-
онная задача 5 экономического содержания, 
хуже других решена задача 4 «на относи-
тельное движение тел». Наиболее легкими 
для студентов были задачи общего (1) и гео-
метрического (3) содержания, соответствен-
но; несколько хуже студенты справились с 
исследованием на экстремум логарифмиче-
ской функции (задача 2). Знания студентов 
з/о оказались более «ровными», хотя и здесь 
хуже других решены оптимизационные за-
дачи «на геометрию», «на движение», «на 
экономику», т. е. задачи с привлечением 
внутренних связей различных разделов ма-
тематики и межпредметных связей.  

 

Таблица 
Распределение набранных баллов за решение задач ПР студентами УрГПУ 

Номер задачи Набранные баллы, о/о Набранные баллы, з/о 

1 11 15,3 

2 8,7 13 

3 10,7 10,3 

4 6,7 11 

5 1 10 
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Рис. 2. Распределение набранных баллов за решение задач проверочной работы 
студентами педагогами-математиками УрГПУ (1 к., о/о (слева) и з/о (справа)) 

 

Некоторые студенты все же не смогли 
обойтись без использования производной 
при решении задач. Однако, как показала 
проверка и последующее неформальное об-
суждение, большинство студентов в доста-
точной мере усвоили данную тему и могут 
применять экстремальные свойства квадра-
тичной параболы при решении оптимиза-
ционных задач. Студенты отметили интерес 
к этой теме и предложили возможные ва-
рианты включения решения экстремальных 
задач в формате учебной и внеучебной 
(проектной) учебно-исследовательской дея-
тельности школьников. Есть основания за-
ключить, что в целом студенты УрГПУ до-
статочно уверенно владеют математиче-
ским аппаратом исследования функций на 
экстремум как с помощью производной, так 
и с помощью экстремальных свойств квад-
ратичной функции. Это позволяет студен-
там решать оптимизационные задачи ши-
рокого спектра уровней сложности и дает 
основания считать, что выпускники УрГПУ 
смогут увлечь этими задачами своих буду-
щих учеников. На основе шаблонов приве-
денных задач студенты также научились 
конструировать новые экстремальные зада-
чи и решать их. Проделанная работа, несо-
мненно, придала импульс формированию и 
развитию их профессиональных педагогиче-
ских компетенций. Дальнейший прогресс 
связан с более широким и глубоким привле-
чением внутренних связей разных разделов 
самой математики и ее межпредметных свя-
зей с другими дисциплинами естественнона-
учного и социально-экономического блока. 

Результаты студентов колледжа ожида-
емо оказались заметно скромнее: ни одни 
студент не справился с 4-5 задачами, с 3 за-
дачами справились 2 студента, 2 задачи ре-

шили 5 студентов, 1 задачу решили 15 сту-
дентов и ни одной задачи не решили 10 сту-
дентов. Справедливым будет заключить, 
что студенты колледжа все же владеют ос-
новными приемами исследования функций, 
хотя и в меньшем объеме, чем студенты-
математики. И здесь студенты отметили ин-
терес, который у них вызвал процесс 
осмысления, построения математических 
моделей и решения экстремальных задач. 

Заключение 
В статье подробно рассмотрена воз-

можность применения экстремальных 
свойств квадратичной функции (параболы) 
для решения оптимизационных задач без 
преждевременного и/или необоснованного 
использования производной. Отмечено, что 
экстремальные свойства квадратичной 
функции не только позволяют эффективно 
и неформально решать достаточно сложные 
оптимизационные задачи, но и заметно по-
вышают уровень мотивации обучающихся к 
изучению математики, в т. ч. обучающихся 
гуманитарно-эстетической направленности, 
к числу которых можно отнести студентов-
педагогов. В целом, бакалавры педагоги-
математики в удовлетворительной степени 
готовы использовать методы «бездиффе-
ренциального» решения оптимизационных 
задач в своей будущей профессиональной 
деятельности, в частности, при руководстве 
проектной деятельностью школьников. При 
обучении студентов-математиков УрГПУ 
следует уделить повышенное внимание ре-
шению экстремальных междисциплинар-
ных задач геометрического, физического, 
экономического и иного практикоориенти-
рованного содержания. 
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