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КЛЮЧЕВЫЕ СЛОВА: компьютерное моделирование; функция распределения; плотность вероятно-
сти; методика обучения физике. 

АННОТАЦИЯ. В работе ставится и обсуждается проблема эффективного формирования у студентов 
естественно-научных специальностей представлений о вероятностном способе описания состояния и 
поведения реальных объектов. Подчеркивается, что экспериментальное изучение и подтверждение ста-
тистических закономерностей затруднено ввиду ограниченности количества соответствующих работ в 
традиционном лабораторном практикуме. В этой связи предлагается подход, в котором проработка ос-
новных характеристик вероятностного метода проводится на основе сочетания возможностей натурного 
эксперимента и использования современных компьютерных средств. С этой целью дается описание 
проведения нового учебного исследования по изучению распределения фотоэлектронов и пошаговый 
алгоритм компьютерной обработки результатов эксперимента. Показано, что использование компью-
терных инструментов позволяет детально изучить трансформацию функции распределения частиц по 
кинетической и потенциальной энергии в зависимости от изменения основных параметров системы, а 
также получить функцию распределения системы по полной энергии. Отдельно разбирается вопрос о 
целесообразности использования компьютерных средств для описания состояний электронов в атоме. 
Продемонстрирована возможность визуализации электронных орбиталей для атома водорода. Делается 
вывод о целесообразности использования представленных материалов в педагогической практике. 
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COMPUTER TOOLS IN SHAPING PERCEPTIONS OF THE PROBABILISTIC DESCRIPTION  
OF THE BEHAVIOR OF PHYSICAL OBJECTS 
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ABSTRACT. The paper discusses the problem of the effective ways of formation of the Natural Science stu-
dents’ knowledge about the probabilistic way of describing the state and behavior of real objects. It is em-
phasized that the pilot study and confirmation of the statistical regularities is difficult because of the lim-
ited number of relevant works in the traditional laboratory course. In this context, we propose an approach 
in which a study of the basic characteristics of the probabilistic method is based on the combination of fea-
tures of the experiment and the use of modern computer tools. To reach this goal, the description of the 
new academic experiment of the distribution of photoelectrons is provided, as well as a step-by-step algo-
rithm of computer processing of experimental results. It is shown that the use of computer equipment al-
lows to study in detail transformation of the distribution function of the particle kinetic and potential ener-
gy depending on the change of the key system parameters and to obtain the distribution function of the 
system of full energy. The question about the opportunities of the use of computer tools to describe elec-
trons in the atom is raised. The ability to visualize electron orbitals for the hydrogen atom is proved. The 
conclusion is made about expediency of use of the results of this research in teaching practice. 

овременные представления об 
окружающем нас мире, как и боль-

шинство физических теорий, базируются на 
вероятностном описании поведения систем 
(как состоящих из большого числа частиц, 
так и представляющих собой единичные 
объекты). Широко используются понятия о 
функции распределения, плотности вероят-
ности, средних значениях физических ве-
личин, флуктуациях и т. д. Поэтому важно 
прочно сформировать у обучаемых четкие 
представления о характеристиках случай-
ных процессов, способах их получения и 
правилах их применения. 

Понимание модельного характера и 
приближенности наших знаний о природе 
нужно прививать студентам в течение всего 
процесса обучения. Об этом свидетельствуют 
также структура и компоновка материала в 
ряде школьных учебников, в которых не 
только обсуждаются традиционно изучае-
мые распределения Максвелла и Больцмана 
(на примере барометрической формулы), но 
и вводятся понятия о фазовом пространстве 
и распределении Гиббса [1]. 

Лабораторный эксперимент призван 
подтверждать и прояснять основные поло-
жения и выводы теории, а также закреплять 
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усвоение изученного материала. Однако пе-
речень работ, которые могут быть поставле-
ны в лабораторном практикуме по изучению 
статистических закономерностей, представ-
ляется весьма ограниченным. Предлагаем в 
цикл лабораторных работ по основам ста-
тистической физики включить работу «Изу-
чение энергетического спектра фотоэлек-
тронов». Данная работа, с одной стороны, не 
требует специального (эксклюзивного) обо-
рудования и, следовательно, может быть по-
ставлена в любой лаборатории, а с другой – 
носит ярко выраженный учебно-исследо-
вательский характер, поскольку энергетиче-
ский спектр фотоэлектронов зависит от це-
лого ряда причин и соответствие его равно-
весной функции распределения изначально 
является гипотезой. 

Принципиальная схема установки при-
ведена на рис. 1. В качестве вакуумного фо-
тоэлемента допускается использование про-
стейших фотоумножителей, в которых 
эмиттер соединяется с анодом. Работу мож-
но ставить в двух вариантах. Первый – с 
монохроматором, и при этом изучать зави-
симость изменения функции распределе-
ния фотоэлектронов от длины волны пада-
ющего света. Второй (упрощенный) – с ис-
точником сплошного спектра (например, 
лампой накаливания или ртутной лампой), 
и при этом ставить задачей проверку на со-
ответствие получаемого распределения – 
Максвелловскому распределению по энер-
гиям для частиц системы, находящейся в 
равновесном состоянии. 

Рис. 1. Принципиальная схема  
установки 

Для получения вольтамперной харак-
теристики мы использовали метод ус-
коряющего потенциала. В качестве фото-
элемента – ФЭУ-1, который находился в за-
щитном кожухе и соединялся с лампой 
накаливания (W=300 Вт) трубкой диамет-
ром 4 см и длиной 40 см. При напряжении 
накала лампы в 100 В (подавалось от латра) 
фототок практически достигает насыщения 
(4,5 мкА – фиксировался микроампермет-
ром Ф195) при ускоряющем напряжении 

7,5 В (ИПД-1). Напряжение накала и потен-
циал анода стабилизировались феррорезо-
нансным стабилизатором СН-500 М.  

На рис. 2 представлен типичный гра-
фик распределения фотоэлектронов по 
энергиям, который получается при обра-
ботке результатов вольтамперной харак-
теристики. Выбор в качестве аналога функ-
ции распределения ΔI/I0 (где I0 – ток 
насыщения) обоснован в работе [9]. Приве-
дение значений изменения тока к относи-
тельным единицам позволяет сравнивать 
результаты экспериментов для различных 
интенсивностей светового потока. Исполь-
зование светофильтров дает возможность 
качественно проследить зависимость функ-
ции распределения от длины волны, что 
можно рассматривать как моделирование 
температурной зависимости. Обработка 
экспериментальных данных предполагает 
также построение графиков, где в качестве 
аргумента выступает корень из ускоряюще-
го напряжения, что моделирует распреде-
ление фотоэлектронов по скоростям. Ана-
лиз результатов указывает на соответствие 
функции распределения фотоэлектронов 
закону распределения Максвелла и поз-
воляет провести по экспериментальным 
данным некоторые оценки, например, тем-
пературы газа фотоэлектронов, их средней 
энергии, а также изменения доли электро-
нов в определенных интервалах скоростей. 

 

Рис. 2. Энергетический спектр  
фотоэлектронов 

В качестве дополнительного задания 
предусматривается изучение и обработка 
результатов классического опыта Лукирско-
го и Прилежаева по экспериментальной 
проверке формулы Эйнштейна для фото-
эффекта [11]. Предлагается по полученным 
вольтамперным характеристикам (учтена 
контактная разность потенциалов) для раз-
личных длин волн рассчитать энергетиче-
ские спектры фотоэлектронов, определить 
среднюю энергию и температуру газа элек-
тронов, подобрать коэффициенты для рав-
новесной функции распределения. На 
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рис. 3 приведены спектры для длин волн 
230,2 и 313,0 нм соответственно.  

 

Рис. 3. Данные Лукирского  
и Прилежаева 

Внедрение персональных компьютеров 
в учебный процесс открывает уникальные 
возможности для углубленного изучения и 
детальной проработки материала, приводит 
к необходимости разработки новых учебных 
дисциплин [7; 8] и форм организации заня-
тий [2; 6; 12-15]. Это относится к подготовке 
студентов различных направлений [3; 5]. 

Экспериментальные данные, получен-
ные в результате проведения лабораторной 
работы по изучению функции распределе-
ния фотоэлектронов (как, впрочем, и тер-
моэлектронов [9]), предлагается обраба-
тывать при помощи математического паке-
та MathCAD в соответствии со следующим 
алгоритмом. 

1. Вводим экспериментальные данные в 
виде двух векторов, содержащих значения 
токов i и соответствующие им значения 
квадратного корня ускоряющего (задержи-
вающего) потенциала u. 

2. Проводим сглаживание эксперимен-
тальных данных (они «зашумлены» в ре-
зультате неизбежных при проведении экс-
перимента погрешностей). Используем 
функцию supsmooth, автоматически подби-
рающую наилучшие параметры сглажива-
ния: v:=supsmooth(u, i). На этом этапе мож-
но вывести на экран сглаженные (v) и не 
сглаженные (i) точки. 

3. Находим значения вектора функции 
fj, являющегося аналогом функции распре-
деления ΔI/I0. Для этого задаем диапазон 
изменения j: j:=1…rows(v) – 1 и формулу: 
fj:=(vj-1-vj)/v0. Полученное множество то-
чек описывает распределение фотоэлектро-
нов по скоростям (энергиям). 

4. Находим зависимость, описывающую 
данное распределение, при помощи метода 
полиномиальной регрессии. Для этого зада-
ем приближающую функцию, которая вво-
дится полиномом 9-й степени: F(v). 

5. Для нахождения вектора коэффици-
ентов полинома используем функцию linfit, 
которая обеспечивает наилучшую аппрок-
симацию данных из векторов f и u: 
s:=linfit(u, f1, F). 

6. Задаем интерполирующую функцию: 
g(t1):=F(t1)S. 

7. Задаем аргумент функции: r:=0,0.1.. 
3. Строим на одном графике значения по-
лучившейся функции и приближаемых ею 
точек. Аналогичным образом находим ап-
проксимирующие функции для результатов 
других серий измерений (например, при 
иных световых потоках). 

8. Проверяем соответствие полученной 
экспериментально кривой и теоретической 
кривой функции распределения Максвелла. 
Для этого используем формулу распределе-
ния и подбираем коэффициенты таким об-
разом, чтобы результирующая линия лежа-
ла на минимальном расстоянии от экспе-
риментальных точек. Используем функцию 
genfit, аргументом которой является вектор 
Н, содержащий функцию, ее частные про-
изводные по параметрам и вектор началь-
ного приближения параметров (v0). 

9. Находим частные производные ин-
терполирующей функции: 

22 1)0exp(:)1,0,( xyxyyyxd    

- задание интерполирующей функции. 
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0
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- производная по первому параметру. 
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22 xyxyyxd
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- производная по второму параметру. 
10. Задаем вектор, содержащий функ-

цию и значения производных по пара-
метрам H(x, y), начальные значения пара-
метров: v0:=(0,1). 
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11. Вычисляем параметры функции: 
U:=genfit(u, f1, v0, H). 

12. Задаем функцию, определяющую 
параметры, при которых H(x,u) наилучшим 
образом приближает значения векторов u и 
f1: q(r):=H(r,U)0. Выводим на один график 
сглаженные точки, экспериментальную (ре-
грессионную) и теоретическую кривые 
(рис. 4). Из рисунка видно хорошее соответ-
ствие экспериментальных и теоретических 
результатов, что подтверждает максвеллов-
ский характер для функции распределения 
фотоэлектронов.  
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Рис. 4. Результаты обработки  
экспериментальных данных 

Предполагается, что работа по изуче-
нию спектра фотоэлектронов является за-
ключительной в цикле лабораторных работ 
по разделу «Классическая статистика иде-
альных газов», поэтому в качестве задания 
на самостоятельное изучение можно выне-
сти детальную проработку закона распреде-
ления молекул по скоростям с использова-
нием возможностей персонального компь-
ютера [4; 10]. 

Поскольку изучение распределения 
Максвелла обычно заканчивается задачей 
типа «аналитически и графически опреде-
лить долю и число молекул в m граммах 
определенного газа, обладающих скоростями 
в заданных узком и широком интервалах», 
следует разобрать ряд конкретных вопросов. 

1. По известной формуле для функции 
распределения модуля скорости: 

dvv
RT

v

RT
vf 2

2

)
2

exp(
2

4)( 
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











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получить таблицу значений ƒ(ν) и по-
строить ее масштабный график. Проследить 
изменение формы кривой распределения 
при варьировании параметров μ и Т как 
раздельном, так и совместном. Сравнить 
при этом значения вероятнейших и средних 
скоростей молекул. На рис. 5 представлено 
изменение формы графика функции рас-
пределения от абсолютной температуры. 

 

Рис. 5. Графики ƒ (ν)  
для двух температур 

2. Подставив в ƒ(ν) выражение для от-
носительной скорости, получить функцию 

ƒ(и) и пронаблюдать трансформацию раз-
личных графиков ƒ(ν) в один и тот же гра-
фик ƒ(и). Уяснение вопроса об универсаль-
ности распределения Максвелла для отно-
сительных скоростей молекул, как правило, 
вызывает массу затруднений и воспринима-
ется студентами формально. 

3. Используя процедуру вычисления 
определенных интегралов, найти значение 
доли молекул и их числа в заданных интер-
валах скоростей. Вывести данные на график 
(рис. 6). Оценить и сравнить полученные 
результаты. 

 

Рис. 6. Отображение доли молекул 

Интересно также будет разобрать сле-
дующий вопрос. Для идеального газа функ-
ции распределения частиц по кинетиче-
ским энергиям ƒ(ν) и по потенциальным 
энергиям во внешнем поле ƒ(h) являются 
независимыми. Вид распределения Макс-
велла остается одним и тем же на различ-
ных высотах. А как выглядит общий график 
функции ƒ(ν, h)? MathCAD позволяет по-
строить такую параметрическую поверх-
ность и пронаблюдать линии уровней 
(рис. 7). Эту задачу без компьютера решить 
практически невозможно. 

Рис. 7. Общий вид функции  
распределения частиц идеального газа 

Таким образом, в результате проведен-
ной работы, получения и оценки экспери-
ментальных данных, анализа обработки ре-
зультатов измерений, построения теорети-
ческих зависимостей обучаемые, безуслов-
но, глубже поймут физический смысл и 
значение понятия функция распределения. 
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Другим ярким примером использова-
ния компьютерных инструментов при фор-
мировании представлений о вероятностном 
описании состояния реального объекта яв-
ляется возможность визуализации про-
странственного распределения плотности 
заряда электронов в поле ядра атома. 

Так, в атоме водорода электрон дви-
жется вокруг ядра под действием кулонов-
ских сил. Масса протона во много раз боль-
ше массы электрона, поэтому протон можно 
считать покоящимся. Стационарные состо-
яния частицы, движущейся в центрально-
симметричном поле, описываются уравне-
нием Шредингера:  
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где Ψ – волновая функция, квадрат мо-
дуля которой и определяет вероятность 
нахождения частицы в заданной области про-

странства. Потенциальная энергия U(r) есть 
функция расстояния частицы до центра сил. 

Решением уравнения Шредингера яв-
ляется сферическая функция вида:  
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Используя, например, тот же MathCAD, 
можно получить 3D-изображение распре-
деления электронной плотности – орбиталь 
электрона в атоме. Графически орбиталь 
изображают в виде облака или поверхности, 
очерчивающей область, где вероятность по-
явления электрона наибольшая. На рис. 8 
представлены изображения s-, p-, d- и f-ор-
биталей, а на рис. 9 дается сравнение их 
геометрических размеров. 

 

 

Рис. 8. Орбитали электрона в атоме водорода 

   

Рис. 9. Соотношение размеров s-, p- и d-орбиталей 

Представленные в статье материалы, 
на наш взгляд, свидетельствуют о возмож-
ности и целесообразности использования 
компьютерных инструментов при форми-
ровании основных понятий и характери-
стик статистического метода описания со-
стояния и поведения природных объектов.  

В заключение, однако следует отме-
тить, что применение вычислительной тех-

ники на этапе начального формирования 
представлений о каком-либо явлении или 
процессе вряд ли целесообразно и не может 
полностью заменить физического экспери-
мента или физическую демонстрацию. Ис-
пользование компьютеров в учебном про-
цессе должно быть четко продумано и ме-
тодически обосновано. 
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